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ΘΕΜΑ  2ο   

α. 

Είναι το σύνολο των σηµείων του ηµικυκλίου  

µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα 2,  

το οποίο ανήκει στο άνω ηµιεπίπεδο ως προς  

τον άξονα  x΄x. 

β. 

|z| = 2   ⇔    |z|
2
 = 4   ⇔   z z = 4   ⇔    z = 

4

z
  

Οπότε   w = 
1 4

z
2 z

 + 
 

= 
1

(z z)
2

+ = 
1

2
 2Re(z) = Re(z) 

Αν λοιπόν  z = x + yi  τότε   w = x∈ℝ ,  δηλαδή η εικόνα του µιγαδικού  w  κινείται 

στον άξονα  x΄x. 

Από το ερώτηµα  (α) προφανώς ισχύει  −2 ≤ x ≤ 2   

Συνεπώς η εικόνα του w  κινείται στο ευθύγραµµο τµήµα του άξονα των x µε άκρα τα 

σηµεία  Α(−2, 0)  και  Β(2, 0). 

 

ΘΕΜΑ  3ο   

α. 

x
lim f (x)
→+∞

= 2

x
lim ( x 1 x)
→+∞

+ − =
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( x 1 x)( x 1 x)
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+ − + +

+ +
 

                                               =
2 2

2x

x 1 x
lim

x 1 x→+∞

+ −

+ +
 

                                               =
2x

1
lim

x 1 x→+∞ + +
 = 

1

 

 
 + ∞ 

 = 0 

β. 

x

f (x)
lim

x→−∞
 =

2

x

x 1 x
lim

x→−∞

+ −
 =

2

x

1
| x | 1 x

x
lim

x→−∞

+ −
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                                               = 
2

x

1
x 1 x

x
lim

x→−∞

− + −
 

                                               = 
2x

1
lim 1 1

x→−∞

 
− + −  
 

 = −2 

Οπότε  λ = −2 

( )( )
x
lim f x x
→−∞

−λ = ( )2

x
lim x 1 x 2x
→−∞

+ − +  

                           = ( )2

x
lim x 1 x
→−∞

+ +  

                           =
( )( )2 2

2x

x 1 x x 1 x
lim

x 1 x→−∞

+ − + +

+ −
 

                           =
2 2

2x

x 1 x
lim

x 1 x→−∞

+ −

+ −
  

                           =
2x

1
lim

x 1 x→−∞ + −
= 

1 
 +∞ 

 = 0  

Συνεπώς   β = 0  

Άρα η ευθεία  y = −2x  είναι πλάγια ασύµπτωτη στο −∞ 

γ. 

Είναι   f ΄(x) = 
2

2x

2 x 1+
−1 = 

2

x

x 1+
−1 

Οπότε  

f ΄(x) 2x 1+  + f(x) = 
2

x
1

x 1

 
− 

+ 

2x 1+ + 2x 1 x+ −  

                                 = x− 2x 1+ + 2x 1 x+ − = 0 

δ. 

f ΄(x) 2x 1+  + f(x) = 0    ⇔   
2

1

x 1+
= 

f (x)

f (x)

′
−  

Σηµείωση :   Είναι  f (x) ≠ 0   για κάθε x∈ℝ ,  διότι αν για κάποιο  x  ήταν  f (x) = 0 

τότε    2x 1 x+ − = 0   ⇒    2x 1 x+ =   ⇒    x
2
+1 = x

2
   ⇒   1= 0   αδύνατο  

Άρα  

 1

 0 2

1
dx

x +1
∫  = 

 1

 0

f (x)
dx

f(x)

′−
∫  = − [ ]1

0
ln | f (x) |   

                                              =− lnf(1) + lnf(0)  

                                              = − ln( 2 1)−  

                                              = ln( 2 1)− -1 
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                                              = ln
1

2 1−
 

                                              = ln
2 1

( 2 1)( 2 1)

+

− +
 

                                              = ln
2 1

2 1

+
−

= ln( 2 1)+  

ΘΕΜΑ  4ο   

α. 

Επειδή η  f ΄ είναι συνεχής και  f ΄(x) ≠ 0 για κάθε  x∈ℝ ,  η  f ΄ θα διατηρεί σταθερό  

πρόσηµο , εποµένως η  f  θα είναι γνησίως µονότονη.  

β. 

Η σχέση   f(x) =− f(2−x)   για x = 1   δίνει   f(1) =− f(1)   ⇔  

                                                                       2f(1) = 0 ⇔  

                                                                       f(1) = 0   άρα το 1 είναι ρίζα της f(x) = 0 

                                                                                       και επειδή η f είναι γνησίως 

                                                                                       µονότονη, η ρίζα θα είναι  

                                                                                       µοναδική  

γ. 

g(x) = 0   ⇔   
f (x)

f (x)′
= 0   ⇔   f (x) = 0   ⇔   x = 1   λόγω του (β) ερωτήµατος  .  

Οπότε αρκεί να αποδείξουµε ότι  g΄(1) = 1  .  

Έχουµε    
x 1

g(x) g(1)
lim

x 1→

−
−

 = 
x 1

f (x)

f (x)
lim

x 1→

′

−
  

                                          = 
x 1

f (x)
lim

(x 1)f (x)→ ′−
  

                                          = 
x 1

f (x) 1
lim

(x 1) f (x)→

 
⋅ ′− 

      

                                          =
x 1

f (x)
lim

(x 1)→

 
 − 

·
x 1

1
lim

f (x)→

 
 ′ 

    (1) 

Επειδή η f είναι παραγωγίσιµη, θα είναι παραγωγίσιµη και στο  xo = 1 

Εποµένως θα ισχύει  f ΄(1) = 
x 1

f (x) f (1)
lim

x 1→

−
−

 = 
x 1

f (x)
lim

x 1→ −
 

Αφού επιπλέον η f ΄ είναι συνεχής θα ισχύει  
x 1
lim f (x)
→

′ = f ΄(1)  

Η  (1)   ⇒     
x 1

g(x) g(1)
lim

x 1→

−
−

 = f ΄(1) ·
1

f (1)′
 = 1  

∆ηλαδή   g ΄(1) = 1  
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